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Abstract 

 
Problem of linear equation, integral equation, and differential equation can be solved with a fixed point. One 
of generalization of metric space is b-metric space. This article discusses a lemma, a theorem and an example 
in b-metric space. We discuss a theorem about uniqueness and existence of fixed point. 
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PENDAHULUAN 

Banyak peneliti matematika di bidang analisis yang meneliti tentang topik ruang dan 

perluasannya. Pada mata kuliah analisis real atau analisis fungsional dibahas tentang ruang 

metrik. Topik tentang ruang metrik saat ini banyak perluasannya seperti ruang b-metrik, 

(kerucut) cone, parsial, dan lain-lain. Disini dibahas tentang ruang b-metrik yaitu perluasan 

suatu ruang yaitu ruang metrik. Aksioma ketaksamaan segitiga di ruang b-metrik berbeda 

dengan aksioma ketaksamaan segitiga di ruang metrik.  

Beberapa peneliti, menambahkan syarat ketaksamaan segitiga yang lain di ruang b-

metrik dengan koefisien matriks [1], membuktikan suatu teorema berkaitan dengan titik tetap 

dalam suatu b-metrik menggunakan operator Picard lemah(weak) [2], membuktikan perluasan 

teorema titik tetap Hardy dan Reich di ruang b-metrik [3]. Penelitian ini memberikan bukti 

contoh 2.1, membuktikan lemma 2.1, dan memberikan penjelasan yang lebih banyak untuk 

pembuktian di teorema 3.1 (perluasan teorema titik tetap Reich) [3]. 

Definisi. [4] Diberikan himpunan tidak kosong 𝑋 dimana 𝑠 ≥ 1 merupakan suatu 

bilangan real. Diberikan juga fungsi 𝑏: 𝑋𝑥𝑋 ⟶ ℝ+ ∪ {0} dikatakan b-metrik apabila untuk 

setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 terpenuhi:  

B1. 𝑏(𝑥, 𝑦) = 0 jhj 𝑥 = 𝑦; 

B2. 𝑏(𝑥, 𝑦) = 𝑏(𝑦, 𝑥); 

B3. 𝑏(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑠(𝑏(𝑥, 𝑦) + 𝑏(𝑦, 𝑧)). 

Ruang (𝑋, 𝑏) merupakan ruang b-metrik. 
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HASIL DAN PEMBAHASAN 

Teorema 1. [5] Diberikan suatu ruang metrik (𝑋, 𝑑) yang lengkap dimana 𝑑 adalah 

metrik. Selanjutnya diberikan fungsi 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑋 dengan 

𝑑(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) ≤ 𝛼𝑑(𝑥, 𝑓(𝑥)) + 𝛽𝑑(𝑦, 𝑓(𝑦)) + 𝛾𝑑(𝑥, 𝑦)                    (1) 

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dengan 𝛼, 𝛽 dan 𝛾 merupakan bilangan tak negatif  sehingga 𝛼 + 𝛽 +

𝛾 < 1, oleh karena itu fungsi 𝑓 memiliki titik tetap tunggal. 

Lemma. [3] Suatu ruang b-metrik (𝑋, 𝑏) dimana 𝑠 ≥ 1 dan barisan 〈𝑢𝑛〉 di 𝑋 

sedemikian sehingga 𝑏(𝑢𝑛, 𝑢𝑛+1) ≤ 𝛿𝑏(𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛) untuk 𝑛 = 2,3, … dimana 0 ≤ 𝛿 < 1 

dan 𝑠. 𝛿 < 1 maka 〈𝑢𝑛〉 adalah barisan Cauchy di 𝑋. 

Bukti 

Untuk 𝑛 ∈ ℕ berlaku 

𝑏(𝑢𝑛, 𝑢𝑛+1) ≤ 𝛿𝑏(𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛) ≤ ⋯ ≤ 𝛿𝑛𝑏(𝑢0, 𝑢1). 

Berdasarkan ketaksamaan segitiga di ruang b-metrik, untuk 𝑛 < 𝑚 berlaku 

𝑏(𝑢𝑛, 𝑢𝑚) ≤ 𝑠(𝑏(𝑢𝑛, 𝑢𝑛+1) + 𝑏(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑚)) 

= 𝑠𝑏(𝑢𝑛, 𝑢𝑛+1) + 𝑠𝑏(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑚) 

≤ 𝑠𝑏(𝑢𝑛, 𝑢𝑛+1) + 𝑠 (𝑠(𝑏(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛+2) + 𝑏(𝑢𝑛+2, 𝑢𝑚)))  

= 𝑠𝑏(𝑢𝑛, 𝑢𝑛+1) + 𝑠2𝑏(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛+2) + 𝑠2𝑏(𝑢𝑛+2, 𝑢𝑚) 

≤ 𝑠𝑏(𝑢𝑛, 𝑢𝑛+1) + 𝑠2𝑏(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛+2) 

+𝑠3𝑏(𝑢𝑛+2, 𝑢𝑛+3) + ⋯ + 𝑠𝑚−𝑛−1𝑏(𝑢𝑚−2, 𝑢𝑚−1) 

+𝑠𝑚−𝑛−1𝑏(𝑢𝑚−1, 𝑢𝑚) 

≤ 𝑠𝑏(𝑢𝑛, 𝑢𝑛+1) + 𝑠2𝑏(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛+2) 

+𝑠3𝑏(𝑢𝑛+2, 𝑢𝑛+3) + ⋯ + 𝑠𝑚−𝑛−1𝑏(𝑢𝑚−2, 𝑢𝑚−1) 

+𝑠𝑚−𝑛𝑏(𝑢𝑚−1, 𝑢𝑚) 

≤ 𝑠𝛿𝑛𝑏(𝑢0, 𝑢1) + 𝑠2𝛿𝑛+1𝑏(𝑢0, 𝑢1) + 𝑠3𝛿𝑛+2𝑏(𝑢0, 𝑢1) + ⋯ 

+𝑠𝑚−𝑛−1𝛿𝑚−2𝑏(𝑢0, 𝑢1) + 𝑠𝑚−𝑛𝛿𝑚−1𝑏(𝑢0, 𝑢1) 

= 𝑠𝛿𝑛(1 + 𝑠𝛿 + ⋯ + (𝑠𝛿)𝑚−𝑛−1)𝑏(𝑢0, 𝑢1) 

untuk 𝑛 → ∞ berlaku 

𝑏(𝑢𝑛, 𝑢𝑚) ≤ 𝑠𝛿𝑛(1 + 𝑠𝛿 + ⋯ + (𝑠𝛿)𝑚−𝑛−1)𝑏(𝑢0, 𝑢1) 

= 𝑠𝛿𝑛(1 + 𝑠𝛿 + (𝑠𝛿)2 + ⋯ )𝑏(𝑢0, 𝑢1) = (
𝑠𝛿𝑛

1 − 𝑠𝛿
) 𝑏(𝑢0, 𝑢1) = 0. 

Jadi barisan 〈𝑢𝑛〉 adalah barisan Cauchy. 
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Contoh. Diberikan ruang 𝑙𝑝 = {〈𝑢𝑛〉 ⊂ ℝ: ∑ |𝑢𝑛|𝑝 < ∞∞
𝑛=1 } untuk 0 < 𝑝 < 1 dan 

fungsi 𝑏: 𝑙𝑝 × 𝑙𝑝 → ℝ untuk 𝑏(𝑥, 𝑧) ≤ 2
1

𝑝(𝑏(𝑥, 𝑦), 𝑏(𝑦, 𝑧)) dimana 𝑏(𝑥, 𝑦) =

(∑ |𝑢𝑛 − 𝑣𝑛|𝑝∞
𝑛=1 )

1

𝑝 dengan 𝑢𝑛 = 𝑥, 𝑣𝑛 = 𝑦, 𝑤𝑛 = 𝑧 ∈ 𝑙𝑝. Ruang (𝑙𝑝, 𝑏) merupakan suatu 

ruang b-metrik. 

Bukti 

B1. (⇒) Karena 𝑏(𝑥, 𝑦) = (∑ |𝑢𝑛 − 𝑣𝑛|𝑝∞
𝑛=1 )

1

𝑝 = 0 untuk 0 < 𝑝 < 1 maka ∑ |𝑢𝑛 −∞
𝑛=1

𝑣𝑛|𝑝 = 0. Selanjutnya |𝑢1 − 𝑣1|𝑝 = 0, |𝑢2 − 𝑣2|𝑝 = 0, … . Kemudian didapatkan 

|𝑢1 − 𝑣1| = 0, |𝑢2 − 𝑣2| = 0, …, . Oleh karena itu  𝑢1 = 𝑣1, 𝑢2 = 𝑣2 , dan 

seterusnya. Jadi 𝑥 = 𝑢𝑛 = {𝑢1, 𝑢2, … } = {𝑣1, 𝑣2, … } = 𝑣𝑛 = 𝑦. 

(⇐) Diketahui 𝑥 = 𝑢𝑛 = {𝑢1, 𝑢2, … } = {𝑣1, 𝑣2, … } = 𝑣𝑛 = 𝑦 sehingga 𝑢1 = 𝑣1, 𝑢2 =

𝑣2 , dan seterusnya. Jadi 𝑏(𝑥, 𝑦) = (∑ |𝑢𝑛 − 𝑣𝑛|𝑝∞
𝑛=1 )

1

𝑝 = (|𝑢1 − 𝑣1|𝑝 + |𝑢2 −

𝑣2|𝑝 + ⋯ )
1

𝑝 = (|𝑢1 − 𝑣1|𝑝 + |𝑢2 − 𝑣2|𝑝 + ⋯ )
1

𝑝 = (|0|𝑝 + |0|𝑝 + ⋯ )
1

𝑝 = 0 

untuk 0 < 𝑝 < 1. 

B2. 𝑏(𝑥, 𝑦) = (∑ |𝑢𝑛 − 𝑣𝑛|𝑝∞
𝑛=1 )

1

𝑝 = (∑ |𝑣𝑛 − 𝑢𝑛|𝑝∞
𝑛=1 )

1

𝑝 = 𝑏(𝑥, 𝑦) untuk setiap 𝑥 =

𝑢𝑛, 𝑦 = 𝑣𝑛 ∈ 𝑙𝑝 dimana 0 < 𝑝 < 1. 

B3. Berdasarkan aksioma ruang metrik disebutkan bahwa 𝑑(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧) atau  

𝑏(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑡(𝑏(𝑥, 𝑦) + 𝑏(𝑦, 𝑧))                                        (2) 

dimana 𝑡 = 1. Jelas bahwa jika 𝑡 > 1 pada (2) menjadikan ketaksamaan tersebut juga 

terpenuhi. Untuk 𝑏(𝑥, 𝑧) ≤ 2
1

𝑝(𝑏(𝑥, 𝑦) + 𝑏(𝑦, 𝑧)), nilai 𝑝 mendekati 0 dari kanan 

berakibat nilai 2
1

𝑝 menjadi ∞, maka 𝑏(𝑥, 𝑧) ≤ 2
1

𝑝(𝑏(𝑥, 𝑦) + 𝑏(𝑦, 𝑧)) berlaku. 

Sedangkan untuk 𝑏(𝑥, 𝑦) ≤ 2
1

𝑝(𝑏(𝑥, 𝑦) + 𝑏(𝑦, 𝑧)), nilai 𝑝 mendekati 1 dari kiri 

berakibat nilai 2
1

𝑝 menjadi 2, sehingga 𝑏(𝑥, 𝑧) ≤ 2
1

𝑝(𝑏(𝑥, 𝑦) + 𝑏(𝑦, 𝑧)) juga berlaku. 

Oleh karena itu 𝑏(𝑥, 𝑧) ≤ 2
1

𝑝(𝑏(𝑥, 𝑦) + 𝑏(𝑦, 𝑧)) dimana 0 < 𝑝 < 1. 

Teorema 2. Diberikan suatu ruang yaitu b-metrik yang lengkap (𝑋, 𝑏) dengan 𝑠 ≥ 1 

dimana 𝑏 adalah b-metrik. Selanjutnya diberikan fungsi 𝑓: 𝑋 ⟶ 𝑋 dengan 

𝑏(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) ≤ 𝛼𝑏(𝑥, 𝑓(𝑥)) + 𝛽𝑏(𝑦, 𝑓(𝑦)) + 𝛾𝑏(𝑥, 𝑦)               (3) 

dimana setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, bilangan 𝛼, 𝛽 dan 𝛾 merupakan bilangan-bilangan tak negatif  
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sehingga 𝛼 + 𝑠(𝛽 + 𝛾) < 1 untuk 𝑠 ≥ 1, oleh karena itu fungsi 𝑓 memiliki titik tetap 

tunggal. 

Bukti 

Misalkan diambil 𝑢0 ∈ 𝑋 kemudian dibangun suatu barisan 〈𝑢𝑛〉 di 𝑋 dengan suku-

suku barisan 

𝑢0, 𝑢1 = 𝑓(𝑢0), … , 𝑢𝑛 = 𝑓𝑛(𝑢0). 

Berdasarkan (3), Kemudian ditunjukkan barisan 〈𝑢𝑛〉 adalah Cauchy. 

𝑏(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛) = 𝑏(𝑓(𝑢𝑛), 𝑓(𝑢𝑛−1)) 

≤ 𝛼𝑏(𝑢𝑛, 𝑓(𝑢𝑛)) + 𝛽𝑏(𝑢𝑛−1, 𝑓(𝑢𝑛−1)) + 𝛾𝑏(𝑢𝑛 , 𝑢𝑛−1) 

= 𝛼𝑏(𝑢𝑛, 𝑢𝑛+1) + 𝛽𝑏(𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛) + 𝛾𝑏(𝑢𝑛, 𝑢𝑛−1) 

bisa ditulis  

𝑏(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛) ≤ 𝛼𝑏(𝑢𝑛, 𝑢𝑛+1) + 𝛽𝑏(𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛) + 𝛾𝑏(𝑢𝑛, 𝑢𝑛−1) 

𝑏(𝑢𝑛+1, 𝑢𝑛) − 𝛼𝑏(𝑢𝑛, 𝑢𝑛+1) ≤ 𝛽𝑏(𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛) + 𝛾𝑏(𝑢𝑛, 𝑢𝑛−1) 

𝑏(𝑢𝑛, 𝑢𝑛+1) − 𝛼𝑏(𝑢𝑛, 𝑢𝑛+1) ≤ 𝛽𝑏(𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛) + 𝛾𝑏(𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛) 

𝑏(𝑢𝑛 , 𝑢𝑛+1)(1 − 𝛼) ≤ (𝛽 + 𝛾)𝑏(𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛) 

𝑏(𝑢𝑛, 𝑢𝑛+1) ≤
𝛽 + 𝛾

1 − 𝛼
. 𝑏(𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛) 

misalkan 𝛿 =
𝛽+𝛾

1−𝛼
 , maka  

𝑏(𝑢𝑛, 𝑢𝑛+1) ≤ (
𝛽 + 𝛾

1 − 𝛼
) 𝑏(𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛) = 𝛿𝑏(𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛) ≤ ⋯ ≤ 𝛿𝑛𝑏(𝑢0, 𝑢1). 

Berdasarkan ketaksamaan segitiga di ruang b-metrik dan lemma, untuk 𝑛, 𝑚 > 0 dan 𝑛 < 𝑚 

maka barisan 〈𝑢𝑛〉 adalah barisan Cauchy. 

Karena ruang (𝑋, 𝑏) adalah riuang b-metrik yang lengkap maka semua barisan Cauchy 

di dalam ruang tersebut konvergen, anggap 𝑢𝑛 → 𝑥. Selanjutnya ditunjukkan 𝑥 merupakan 

titik tetap fungsi 𝑓.  

𝑏(𝑥, 𝑓(𝑥)) ≤ 𝑠 (𝑏(𝑥, 𝑢𝑛) + 𝑏(𝑢𝑛 , 𝑓(𝑥))) 

= 𝑠 (𝑏(𝑥, 𝑢𝑛) + 𝑏(𝑓(𝑢𝑛−1), 𝑓(𝑥))) 

= 𝑠(𝑏(𝑥, 𝑢𝑛) + 𝑏(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑢𝑛−1) )) 

≤ 𝑠 (𝑏(𝑥, 𝑢𝑛) + 𝛼𝑏(𝑥, 𝑓(𝑥)) + 𝛽𝑏(𝑢𝑛−1, 𝑓(𝑢𝑛−1)) + 𝛾𝑏(𝑥, 𝑢𝑛−1)) 

= 𝑠𝑏(𝑥, 𝑢𝑛) + 𝑠𝛼𝑏(𝑥, 𝑓(𝑥)) + 𝑠𝛽𝑏(𝑢𝑛−1, 𝑓(𝑢𝑛−1)) + 𝑠𝛾𝑏(𝑥, 𝑢𝑛−1) 
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= 𝑠𝑏(𝑥, 𝑢𝑛) + 𝑠𝛼𝑏(𝑥, 𝑓(𝑥)) + 𝑠𝛽𝑏(𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛) + 𝑠𝛾𝑏(𝑥, 𝑢𝑛−1) 

bisa ditulis 

  𝑏(𝑥, 𝑓(𝑥)) ≤ 𝑠𝑏(𝑥, 𝑢𝑛) + 𝑠𝛼𝑏(𝑥, 𝑓(𝑥)) + 𝑠𝛽𝑏(𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛) 

+𝑠𝛾𝑏(𝑥, 𝑢𝑛−1) 

𝑏(𝑥, 𝑓(𝑥)) − 𝑠𝛼𝑏(𝑥, 𝑓(𝑥)) ≤ 𝑠𝑏(𝑥, 𝑢𝑛) + 𝑠𝛽𝑏(𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛) + 𝑠𝛾𝑏(𝑥, 𝑢𝑛−1) 

𝑏(𝑥, 𝑓(𝑥))(1 − 𝑠𝛼) ≤ 𝑠(𝑏(𝑥, 𝑢𝑛) + 𝛽𝑏(𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛) + 𝛾𝑏(𝑥, 𝑢𝑛−1)) 

𝑏(𝑥, 𝑓(𝑥)) ≤
𝑠

1 − 𝑠𝛼
. (𝑏(𝑥, 𝑢𝑛) + 𝛽𝑏(𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛) + 𝛾𝑏(𝑥, 𝑢𝑛−1)) 

untuk 𝑛 → ∞ berlaku 

𝑏(𝑥, 𝑓(𝑥)) ≤ (
𝑠

1 − 𝑠𝛼
) (𝑏(𝑥, 𝑢𝑛) + 𝛽𝑏(𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛) + 𝛾𝑏(𝑥, 𝑢𝑛−1)) 

𝑏(𝑥, 𝑓(𝑥)) = 0 

sehingga titik 𝑥 disebut titik tetap. 

Misalkan 𝑥 dan 𝑦 merupakan titik tetap dimana 𝑓(𝑥) = 𝑥 dan 𝑓(𝑦) = 𝑦, jadi 

𝑏(𝑥, 𝑦) = 𝑏(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦)) ≤ 𝛼𝑏(𝑥, 𝑓(𝑥)) + 𝛽𝑏(𝑦, 𝑓(𝑦)) + 𝛾𝑏(𝑥, 𝑦) 

= 𝛼𝑏(𝑥, 𝑥) + 𝛽𝑏(𝑦, 𝑦) + 𝛾𝑏(𝑥, 𝑦) = 𝛾𝑏(𝑥, 𝑦) 

karena 𝛾 merupakan bilangan tak negatif  maka hal tersebut kontradiktif, jadi terbukti fungsi 

𝑓 mempunyai titik tetap tunggal. 

 

SIMPULAN DAN SARAN  

Suatu fungsi 𝑓 dimana 𝑓: 𝑋 → 𝑋 akan mempunyai titik tetap, juga titik tetapnya tunggal 

pada ruang metrik jika memenuhi persamaan (1) dengan 𝛼 + 𝛽 + 𝛾 < 1 , sedangkan di 

ruang b-metrik dengan memenuhi 𝛼 + 𝑠(𝛽 + 𝛾) < 1. Saran untuk penelitian selanjutnya 

menerapkan teorema titik tetap di ruang b-metrik guna mencari solusi dari persamaan 

differensial, persamaan linear, dan persamaan integral. 
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