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Abstract
Problem of linear equation, integral equation, and differential equation can be solved with a fixed point. One
of generalization of metric space is b-metric space. This article discusses a lemma, a theorem and an example
in b-metric space. We discuss a theorem about uniqueness and existence of fixed point.
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PENDAHULUAN

Banyak peneliti matematika di bidang analisis yang meneliti tentang topik ruang dan
perluasannya. Pada mata kuliah analisis real atau analisis fungsional dibahas tentang ruang
metrik. Topik tentang ruang metrik saat ini banyak perluasannya seperti ruang b-metrik,
(kerucut) cone, parsial, dan lain-lain. Disini dibahas tentang ruang /-metrik yaitu perluasan
suatu ruang yaitu ruang metrik. Aksioma ketaksamaan segitiga di ruang 4-metrik berbeda
dengan aksioma ketaksamaan segitiga di ruang metrik.

Beberapa peneliti, menambahkan syarat ketaksamaan segitiga yang lain di ruang /-
metrik dengan koefisien matriks [1], membuktikan suatu teorema berkaitan dengan titik tetap
dalam suatu /-metrik menggunakan operator Picard lemah(iweak) [2], membuktikan perluasan
teorema titik tetap Hardy dan Reich di ruang /-metrik [3]. Penelitian ini memberikan bukti
contoh 2.1, membuktikan lemma 2.1, dan memberikan penjelasan yang lebih banyak untuk
pembuktian di teorema 3.1 (perluasan teorema titik tetap Reich) [3].

Definisi. [4] Diberikan himpunan tidak kosong X dimana s = 1 merupakan suatu
bilangan real. Dibetikan juga fungsi b: XxX — R* U {0} dikatakan /-metrik apabila untuk
setiap X, Y, Z € X terpenubhi:

Bl. b(x,y) = 0jhjx =y,
B2. b(x,y) = b(y,x);
B3.b(x,z) < s(b(x, y) + b(y, Z)).

Ruang (X, b) merupakan ruang b-metrik.
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HASIL DAN PEMBAHASAN

Teorema 1. [5] Diberikan suatu ruang metrik (X, d) yang lengkap dimana d adalah

metrik. Selanjutnya diberikan fungsi f: X — X dengan

d(f(0), f) < ad(x, () + Bd(y, fB)) +yd(x,y)

(1)

untuk setiap X,y € X dengan &, f dan y merupakan bilangan tak negatif sehingga a + f +

y < 1, oleh katena itu fungsi f memiliki titik tetap tunggal.

Lemma. [3] Suatu ruang b-metrik (X,b) dimana s > 1 dan barisan (u,) di X

sedemikian sehingga b(Up, Upyq) < 6b(Up_1,Uy,) untuk n = 2,3,... dimana 0 < § < 1

dan 5.8 < 1 maka (u,) adalah barisan Cauchy di X.
Bukti
Untuk nn € N berlaku
b(un, Uny1) < 0b(Up_1,Un) < -+ < 6™b(ug, uq).
Berdasarkan ketaksamaan segitiga di ruang s-metrik, untuk n < m berlaku
by, ) < 5(b(Un, 1) + bUnis, Um))
= $b(Un, Uns1) + 5b(Uptq, U)
< sb(up, Uns1) +s (S(b (Un+1, Un+2) + D(unyz, U»m)))
= 5b(Up, Ups1) + 52D (U1, Untz) + 52D (U2, Upy)
< sb(Up, Up41) + 52D (Up 11, Un+2)
+53b(Ups2) Unaz) + -+ ST DUy g, U 1)
+s™ " b (Upp—q, Upy)
< sb(un, Unt1) + D (Up 41, Uns2)
+53D (U2, Unsz) + -+ 5™ DUy, Upy—1)
+s™ b (Up—1, Um)
< s6™b(ug, uy) + s26™ b (ug, uy) + s36™"2b(ug, uy) + -+
+sM1EM2h (g, uq) + s™ ™ b (ug, uq)
=561+ 56+ -+ (sO)™ " Hb(ug, uy)
untuk n — 00 berlaku
b(upy, up) < s6™(1 + 58+ -+ (s8)™ ™ Db(ug, uy)

som
1—s6

— 6M(1 + 56 + (s8)2 + )b (ug uy) = ( )b(uo,ul) -y

Jadi batisan {uy,) adalah barisan Cauchy.
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Contoh. Diberikan ruang [P = {{u,) € R: Y p-;|u,|P < 00} untuk 0 < p < 1 dan

fungsi b:IP XIP > R untuk b(x,z) < 25(b(x, y),b(y, z)) dimana b(x,y) =

1
Qneqluy, — vp|P)P dengan u,, = x, v, = y,w,, = z € [P, Ruang (P, b) merupakan suatu

ruang /-metrik.

Bukti

1

Bl. () Karena b(x,y) = (Xr=ilu, — v,|P)? = 0 untuk 0 < p < 1 maka Y5> |u, —
UnlP = 0. Selanjutnya [ug — v1|P = 0, |uy — v2|P =0, ... . Kemudian didapatkan
luy —v11=0,Ju; — v =0,.., . Oleh karena itu Uy =vq,Uy =vy, dan
seterusnya. Jadi X = U, = {Ug, Uy, ... } = {V1,Vp, .} =V, =Y.

(&) Diketahui x = uy, = {uy, Uy, ... } = {V1, Vo, ...} = v, = y sehingga uy = v1,up =
1
vy, dan seterusnya. Jadi b(x,y) = Qneqlty — vplP)? = (lug — v1|P + |u, —

1 1 1
Vol 4 )7 = (g = 03P + luz = vl + )7 = (107 + 07 + )7 = 0
untuk 0 <p < 1.

B2. b(x,y) = Qyqlu, — vnlp)% = Qnqlv, — unlp)% = b(x,y) untuk setiap X =
Up, Y = Vp € P dimana 0 < p < 1.

B3. Berdasarkan aksioma ruang metrik disebutkan bahwa d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) atau

b(x,z) < t(b(x, y) + b(y, z)) (2)

dimana t = 1. Jelas bahwa jika t > 1 pada (2) menjadikan ketaksamaan tersebut juga
1

terpenuhi. Untuk b(x,z) < 27 (b(x, y) + b(y, Z)), nilai p mendekati 0 dari kanan

1 1

berakibat nilai 2P menjadi 0, maka b(x,z) < 25(b(x, y) + b(y, Z)) berlaku.
1

Sedangkan untuk b(x,y) < Zg(b (x,y) + b(y, Z)), nilai p mendekati 1 dari kiri

1 1
berakibat nilai 27 menjadi 2, sehingga b(x,z) < 25(b(x, y) + b(y, Z)) juga berlaku.

1
Oleh karena itu b(x,z) < 25(b(x, y) + b(y, Z)) dimana 0 < p < 1.
Teorema 2. Diberikan suatu ruang yaitu b-metrik yang lengkap (X, b) dengan s = 1

dimana b adalah /-metrik. Selanjutnya diberikan fungsi f: X — X dengan
b(£(0), f() < ab(x, f(x)) + Bb(y, f () + yb(x,y) (3)

dimana setiap x,y € X, bilangan «a,f dan y merupakan bilangan-bilangan tak negatif
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schingga a@ + s(f +¥) <1 untuk s = 1, oleh karena itu fungsi f memiliki titik tetap
tunggal.
Bukti
Misalkan diambil 1y € X kemudian dibangun suatu barisan (i) di X dengan suku-
suku barisan
Ug, Uy = f(Up), s Up = ().
Berdasarkan (3), Kemudian ditunjukkan barisan (u,) adalah Cauchy.
b1, Un) = b(f (), f (un_1))
< ab(uy, f(uy)) + Bb(tn-1, f (Un-1)) + ¥b(up, Up_1)
= ab(up, Up41) + Bb(Up_1,up) +¥b(Uy, up_1)
bisa ditulis
b(Uns1, Un) < ab(uy, Upy1) + Bb(Un_1, up) + ¥b(up, Un_1)
b(Uns1,Un) — ab(Up, Uns1) < Bb(Un—1,Un) + Vb (Up, Up—q)
b(up, Uns1) — @by, Upy1) < Bb(Up_1, up) +¥b(un_1, uy)

b(un:un+1)(1 - a) < (:8 + y)b(un—llun)

B+y
b(uy, Upq) < 1—.b(un_1,un)
-
misalkan § = By , maka
1-a
b Bty _ n
(un, un+1) = m b(un—l' un) - Sb(un—lr un) < <4 b(uo. ul)-

Berdasarkan ketaksamaan segitiga di ruang /-metrik dan lemma, untukn,m > 0dann < m
maka batisan (U, ) adalah barisan Cauchy.

Karena ruang (X, b) adalah riuang s-metrik yang lengkap maka semua barisan Cauchy
di dalam ruang tersebut konvergen, anggap U, — X. Selanjutnya ditunjukkan x merupakan

titik tetap fungsi f.
b(x, f()) < 5 (bt un) + b(up, ()
= 5 (bCru) + b(f (1), F()))
= s(bCx,up) + b(F ), f (Un-1)))
< s (b0 un) + ab(x, £()) + Bb(tnor, f 1)) + Yb (X, Uy 1))

= sh(x,up) + sab(x, f(x)) + sBb(un_y1, f (Un_1)) + sYb(x, Up_y)
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= sb(x,up) + sab(x, f(x)) + sBb(un_q, un) + syb(x, uy_1)
bisa ditulis
b(x,f(x)) < sb(x,u,) + sab(x,f(x)) + sBb(up_q1,uy,)
+syb(x,up_1)
b(x, f(x)) — sab(x, f(x)) < sb(x,uy) + sBb(up_y1,Uy) + syb(x,up_1)
b(x, f())(1 = sa) < s(b(x,up) + Bb(up_1, uy) + ¥b(x, Up_y))

b(x, f(x)) < >

1—sa’

(bCx,up) + Bb(un_1,un) + yb(x, tn 1))
untuk n - o0 berlaku
b(x.f(0) < (==
b(x, f(x)) =0

sehingga titik x disebut titik tetap.

) (bCe 1) + b1, 1) + b (2, 1))

Misalkan x dan y merupakan titik tetap dimana f(x) = x dan f(y) = y, jadi
b(x,y) = b(f (), f(1) < ab(x, f(x)) + Bb(y, f()) + yb(x,¥)
= ab(x,x) + pb(y,y) + yb(x,y) = yb(x,y)
karena Y merupakan bilangan tak negatif maka hal tersebut kontradiktif, jadi terbukti fungsi

f mempunyai titik tetap tunggal.

SIMPULAN DAN SARAN

Suatu fungsi f dimana f: X — X akan mempunyai titik tetap, juga titik tetapnya tunggal
pada ruang metrik jika memenuhi persamaan (1) dengan a + f +y < 1, sedangkan di
ruang b-metrik dengan memenuhi @ + s (B +v) < 1. Saran untuk penelitian selanjutnya
menerapkan teorema titik tetap di ruang /-metrik guna mencari solusi dari persamaan

differensial, persamaan linear, dan persamaan integral.
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