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Abstract

The metric space is one of the most important designs in the field of functional analysis. In 2007 Huang
and Zhang introduced the concept of a metric space into a cone metric space. They have proved several fixed
point theorems for contraction functions using cone normality. The aim of this study is to examine the
singularity of the common fixed points in the cone metric space for pairs of expansive functions. This
research was conducted using the literature study method, namely by analyzing and outlining the designs
already available in the literature. Furthermore, from this study it can be proven that the onto (surjective)
[function that satisfies the contractive condition in the cone metric space has a single fixed point together.
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PENDAHULUAN

Seiring berkembangnya zaman, banyak sekali topik matematika khususnya dalam
bidang analisis fungsional yang mengalami perluasan. Misalnya pada konsep ruang metrik
sudah banyak dikembangkan seperti ruang mertik guasz, ruang metrik kerucut (cone), dan lain
sebagainya.

Pada tahun 2007, Huang dan Zhang memperkenalkan konsep ruang metrik
kerucut. Mereka telah membuktikan beberapa teorema titik tetap untuk fungsi kontraktif
menggunakan normalitas kerucut. Hasil yang digeneralisasikan oleh Sh. Rezapour dengan
menghilangkan asumsi normalitas pada kerucut, yaitu tonggak sejarah dalam ruang metrik
kerucut. Banyak penulis telah mempelajari teorema titik tetap dalam ruang seperti itu.
Dalam penelitian selanjutnya, diperkenalkan kelas multifungsi baru dan memperoleh
perbaikan yang unik. (Tiwari dkk, 2013)

Tujuan dari skripsi ini adalah untuk menganalisis keberadaan dan ketunggalan titik

tetap untuk pasangan fungsi ekspansif yang ditentukan pada ruang metrik kerucut.
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METODE PENELITIAN
Penelitian ini dilakukan dengan menggunakan metode studi literatur yaitu dengan

menganalisis dan menguraikan rancangan-rancangan yang sudah tersedia di dalam literatur.
HASIL DAN PEMBAHASAN
Definisi 1
Diketahui himpunan X tidak kosong. Suatu jarak (metrik) pada X adalah fungsi d dari X X
X — R yang memenuhi aksioma-aksioma berikut :

1) d(p,q) = 0, untuk setiapp,q € X.

2) d(p,q) = 0, jika dan hanya jika p = q.

3) d(p,q) = d(q,p), untuk setiap p,q € X.

4) d(p,q) <d(p,r)+d(r,q), untuk setiap p,q, 7 € X
Suatu ruang metrik adalah pasangan (X, d), dengan X himpunan tidak kosong dan d
adalah metrik pada X. Anggota ruang metrik disebut titik (point). Bilangan d(x,y) disebut
jarak dari titik x ke titik y. (Muslikh, 2012)
Definisi 2
Suatu barisan (x,) di dalam ruang metrik (X, d) dikatakan konvergen jika terdapat suatu
tittk x € X sedemikian rupa schingga untuk setiap & > 0 terdapat bilangan N € N
sehingga untuk setiap n = N betlaku d (x,, x) < & Muslikh, 2012).
Teorema 1
Jika batisan (x,) dalam (X,d) konvergen maka limit barisannya tunggal. (Soemantri,
1988).
Definisi 3
Barisan (x,) dikatakan barisan Cauchy bila, untuk setiap € > 0 terdapat bilangan N € N
sedemikian sehingga untuk Vm,n = N berlaku d(x,, x,) < €. (Umam, 2021)
Definisi 4
Ruang metrik dikatakan lengkap jika setiap barisan Cauchy di dalamnya konvergen. (Umam,
2021)
Definisi 5
Misalkan ruang metrik (X, d). Fungsi f: E = E disebut fungsi kontraksi jika terdapat
bilangan real k dengan 0 < k < 1 schingga betlaku

d(f (), f(¥) < kd(x,y), Vx,y€X
(Kreyszig,1978)
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Definisi 6
Misalkan (X, d) adalah ruang metrik. Sebuah fungsi f : X — X pada (X,d) sedemikian
rupa sehingga
v,y €X: d(f(0),f(¥) = d(xy)
disebut fungsi ekspansif (atau ekspansi). (Markin, 2019)
Definisi 7
Suatu titik tetap darti fungsi f : X — X adalah titik x € X dimana
fx) = x.
(Kreyszig,1978)

Definisi 8
Diberikan E merupakan ruang Banach dan P € E. P disebut cone jika dan hanya jika
memenuhi aksioma-aksioma berikut:
(al).P tertutup, P # @ , dan P # 0;
(a2).a,b e Rt danx,y EP > ax+ by EP;
(a3).x EPdan—x €P =x =0.

(Akbar dkk, 2016)
Definisi 9
Diberikan X suatu himpunan tak kosong. Misalkan pemetaan 4,: X X X = E, schingga
untuk setiap x,y,z € X memenuhi:

(c1).d, (x,y) = 0;
(c2).d, (x,y) = 0 jika dan hanya jikax = y;
(€3).d, (x,y) = dp (¥,%);
(c4).dp, (x,y) < dp (x,2) + dp, (¥, 2).
Pemetaan d,, disebut metrik coze pada X dan (X4, ) disebut ruang metrik cone. (Akbar dkk,
2016)
Teorema 2
Misalkan (X,d) adalah ruang metrik kerucut (cone) lengkap dan pemetaan f:X — X
memenuhi syarat kontraktif
d(f(x), f(¥)) < kd(x,y),

untuk semua x,y € X, dimana k € [0,1) adalah konstanta. Kemudian, f memiliki titik
tetap yang tunggal di X. Untuk setiap x € X, batisan iteratif {f"x},»1 konvergen ke titik

tetap tersebut.
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Bukti :
Untuk setiap Xo € X dan n =1, ditentukan x; = f(x), %2 = f(x1) = f?(xy) dan
Xpi1 = f(xn) = ™ (%0). Kemudian,
d(Xni1,20) = d(f (xn), f (1) < kd (3, Xp-1)
< k2d(xp_1, Xpn_z) < -+ < k™d(xq, xp).
Jadi untuk n > m,

d(xnr xm) < d(xn; xn—l) + d(xn—l: xn—z) + et d(xm+1: xm)
m

k
< KM+ k24 e+ E™)d(xq, x0) < ﬁd(xl,xo).
Diberikan 0 < ¢ dan Pilih N > 0 sehingga ¢ + N S P, dimana N = {y € E: ||y|| < N}
. Juga, pilih bilangan asli N; schingga f_—kd(xl,xo) € N, untuk semua m = Nj.

. kM _
Kemudian, — d(xq,xg) < ¢, untuk semuam > Nj. Jadi,

m

d(xXp, xm) < md(xbxo) <c

untuk semua n > m. Oleh karena itu, {X;, },>1 adalah barisan Cauchy pada (X, d). Karena

(X,d) adalah ruang metrik kerucut lengkap, terdapat x* € X sedemikian rupa sehingga
X, — x". Pilih bilangan asli N, sehingga (x,, ,x") < % , untuk semuan = N,. Karena itu,

d(f(x"),x") < d(f(xn), f(x™)) + d(f (xn), x7) < kd(xn, X7) + d(xpsq, ") <

d(n, x*) + d(Xn41, ") <SH+Z =0,

untuk semua n > N,. Jadi, d(f(x"),x") < i, untuk semua m = 1. Dimana % -
0 (untukm — o0) dan P adalah tertutup, —d(f (x*),x*) € P. Tapi, d(f(x*),x*) € P
oleh karena itu, d(f (x*),x*) = 0, dan f(x*) = x™.

Teorema 3

Diberikan (X , d) adalah ruang metrik kerucut (cone) dan misalkan fi, f, :+ X — X adalah

sebarang dua fungsi ono (surjektif) yang memenuhi kondisi kontraktif

d(f1(), f2(y)) = Kd(x,y)

untuk semua x,y € X dimana K > 1 adalah konstanta, maka f; dan f, memiliki titik

tetap tunggal bersama di X.

Bukti:

Jika f1(x) = f2(y) maka
0= Kd(x'y) > 0= d(x,y) >x=Yy
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Jadi, f; adalah fungsi injektif (satu-satu). didefinisikan G; = f; "
d(x,y) = Kd(f, ' (0, ()
—d(x,y) = d(f; (0, 7 )
= d(G1(x),G1(¥))
Jadi, d(Gi(x),G:(»)) < hd(x,y) dimana h==<1. Berdasarkan teorema 2

G; mempunyai sebuah titik tetap yang tunggal x* di X yaitu G;(x*) = x* = fl_l(x*) =
x* = x" = fi(x") Sehingga, x* adalah titik tetap f; .Demikian pula dapat ditetapkan
bahwa x* =f,(x"), oleh karena itu x* =f; (x*) =f,(x"). Jadi x* adalah titik tetap bersama
dari pasangan fungsi f; dan f; .

Akibat

Diberikan (X ,d) adalah ruang metrik kerucut (cone) dan misalkan fi, f,: X = X adalah

sebarang dua fungsi ono (surjektif) yang memenuhi kondisi

A0, £ () 2 Kd(x, y) @)
untuk semua x,y € X dimana K > 1 adalah konstanta, maka f; dan f, memiliki titik tetap
bersama di X.

SIMPULAN DAN SARAN

Ruang metrik cone merupakan perluasan dari ruang metrik. Fungsi d dalam ruang
metrik didefinisikan sebagai d:X X X — R. Sedangkan di ruang metrik cone fungsi d
didefinisikan sebagai d: X X X — E dimana E adalah ruiang banach. Range dati ruang
metrik cone adalah ruang Banach. Ruang Banach merupakan ruang bernorma yang
lengkap, lengkap disini memiliki arti bahwa barisan cauchynya konvergen. Ruang bernorma
adalah ruang vektor dengan norna tertentu. Selanjutnya dari penelitian ini dapat dibuktikan
bahwa pemetaan kontraktif pada ruang metrik coze memiliki titik tetap yang tunggal dan
juga dapat dibuktikan bahwa fungsi onfo (surjektif) yang memenuhi kondisi kontraktif pada
ruang metrik cone memiliki titik tetap tunggal bersama. Pembahasan ruang metrik cone
dapat dikembangkan lagi misalnya pembahasan tentang teorema titik tetap pada ruang
metrik cone parsial serta sifat-sifatnya.
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